Тема 
ПОСТРОЕНИЕ ОБЩЕЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ РЕГРЕССИИ В ПРЕДПОЛОЖЕНИИ НОРМАЛЬНОСТИ ОШИБОК НАБЛЮДЕНИЯ
1 Линейная регрессия 

Линейной регрессией назовем зависимость
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Пусть проведено n измерений величины 
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 при некоторых значениях вектора 
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. Подставив результаты измерений в уравнение (1), получаем:
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где 
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- ошибки измерений.

Обозначим
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[image: image9.wmf]Тогда уравнение (1) принимает вид:
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Здесь  
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 – вектор  наблюдений размерности 
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 – матрица независимых переменных размерности (
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 – вектор случайных отклонений системы размерности (
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). Наличие в уравнении случайных ошибок говорит о том, что зависимость (2)  является стохастической. 
Предположим, что:

1) На вектор неизвестных параметров регрессии (2) не наложено ограничений, т.е. 
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3) Математическое ожидание вектора случайных отклонений равно нулю, т.е. 
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 - матрица ковариаций отклонений размерности (
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5) Матрица 
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 является детерминированной, т.е. 
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 не являются случайными переменными.

6)  Ранг матрицы регрессоров 
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Будем считать, что модель линейной регрессии задана, если нам известны 
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 и закон распределения вектора ошибок.

2. Оценивание параметров линейной регрессии методом максимального правдоподобия

Предположим, что известно распределение вектора случайных отклонений 
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 – вектор неизвестных параметров системы, значение которых необходимо оценить.

Функцией правдоподобия случайной величины 
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 назовем функцию вида:
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Логарифмической функцией правдоподобия случайной вели​чины 
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 назовем функцию следующего вида:
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Оценкой максимального правдоподобия (ОМП) вектора параметров (  назовем  такое значение вектора параметров 
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 – множество возможных значений параметра (), при котором достигается максимум функции правдоподобия или логарифмической функции правдоподобия (что совершенно идентично, поскольку функции ((x)>0 и ln((x) достигают экстремумов в одних и тех же точках). Вычислить значение ОМП можно, воспользовавшись одним из методов поиска максимума функции многих переменных. 

3. Проверка гипотез в линейном регрессионном анализе. Критерий отношения правдоподобия

Существует общий способ построения критериев проверки статистических гипотез, предложенный Нейманом и Пирсоном. Он аналогичен методу максимального правдоподобия в статистическом оценивании и называется критерием отношения правдоподобия. Суть его заключается в следующем. Пусть плотность распределения 
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 (считаем, что максимум достигается при 
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В качестве критического множества при проверке гипотезы 
[image: image54.wmf]H

H

Q

Î

θ

:

 выбираем


[image: image55.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

j

<

Î

=

a

Q

Î

q

Q

Î

q

)

,

(

max

)

,

(

max

:

θ

Y

θ

Y

Y

f

f

R

W

H

n

K

 , 

           (3)

где 
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 – фиксированное число, которое задает верхнюю границу вероятности совершения ошибки первого рода 
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называется статистикой критерия отношения правдоподобия.

Рассмотрим линейную гипотезу в самом общем виде
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где 
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 – известная матрица 
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 независимых линейных ограничений.

Для проверки гипотез необходимо знать вид распределения 
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, и в этом случае статистика критерия отношения правдоподобия имеет  вид:
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Отметим частный случай гипотезы (5). Если матрица 
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Доказано [49], что статистика (7) критерия отношения правдоподобия при верной гипотезе о параметрах линейной регрессии с отклонениями, подчиненными нормальному закону, имеет распределение Фишера со степенями свободы 
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Таким образом, если вычисленное значение 
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 – заданный уровень значимости критерия, то гипотезу (5) принимаем, иначе – отклоняем. 

Распределение Фишера является частным случаем бета-распределения II рода 
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где плотность бета-распределения II-го рода задается выражением 
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В случае проверки гипотезы относительно параметров регрессии с отклонениями, подчиненными закону распределения, отличному от нормального, вид предельного закона распределения статистики (6) не известен. 

4 Экспериментальное исследование распределений статистики критерия отношения правдоподобия

Методами компьютерного моделирования были проведены исследования статистики (7) для случаев, когда распределения ошибок подчинялись логистическому закону, распределению Коши и экспоненциальному семейству распределений. Исследования показали, что в большинстве рассмотренных случаев эмпири​ческие функции распределения статистики (7), полученные в результате моделирования при использовании для оценивания вектора параметров регрессии метода максимального правдоподобия, хорошо описываются бета-распределением II рода. Для различных значений числа наблюдений n и количества m оцениваемых параметров линейной регрессии найдены значения параметров бета-распределений II рода, аппроксимирующих в соответствующих случаях распределение статистики (7). Найденные аппроксимации могут выступать в качестве моделей предельных распределений статистики(7)  при ошибках наблюдений отклика, подчиняющихся законам распределения Коши и экспоненциальному семейству (ЭС) с параметрами формы =0.5, =1.0 (соответствует распределению Лапласа), =2.0 (соответствует нормальному закону), =3.0, =10.0. В случае логистического закона ошибок наблюдений в качестве предельного распределения статистики (7), как и в «классическом» случае, может использоваться распределение Фишера 
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Рис. 2

На рисунках 1 и 2 представлены построенные в результате исследований модели предельных распре​делений статистики (7), соответствующие различным законам распределения ошибок наблюдений. На рисунках указано, каким законам распределения ошибок соответствуют приводимые распределения статистики (7).

При моделировании эмпирических распределений статистики (7) в случае линейной регрессии задается матрица 
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 размерности (
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[image: image89.wmf])

1

(

´

m

 и в соответствии с заданным законом распределения генерируется вектор случайных отклонений 
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 размерности (
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). В результате получаем уравнение (2). Далее в соответствии с выбранным методом вычисляется вектор оценок 
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 и значение статистики (7). При повторении данной процедуры 
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 раз получаем смоделированную выборку значений статистики 
[image: image94.wmf]1

Q

, 
[image: image95.wmf]2

Q

,…,
[image: image96.wmf]N

Q

, на основании которой при достаточно большом 
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 можно делать надежные выводы о законе распределения статистики.
Контрольные вопросы

1. Что такое линейная регрессия? 

2. Методы определения параметров линейной регрессии.

3. Проверка гипотезы о равенстве вектора параметров заданному вектору при нормальном законе распределения ошибок наблюдений.

4. Проверка гипотезы о равенстве вектора параметров заданному вектору при отклонении закона распределения ошибок наблюдений от нормального.
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